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講義している
分をかけて，
してもらった。それらを
要
クラスを対象に，
数学IIまでを履修していても，数学基礎力および数学IIの基礎
い学生が多いことが分かつた。答のみ求める高校レベルの穴埋め方式
では大きな差が見られないが，期末で行った記述式のテストでは(得点分布は
していないが)，学科間lこ大きな違いがあることも分かつた。後手では，数学教育
においてなぜ、厳密な証明が必要であるのか，をポリアと高本貞治などを51用し，
に必要であるということを
1 はじめに
9月19日(水)に，日本数学会秋季大会において，第 15回
の実態と，大学で習得を目指す知識と能力j の発表を
せたものである。位話人からの言葉1"最近，
されない中，大学での数学教育の目的を示してほしい。 と称して高等の数学IIレ
および教育法の違い)や応ベルの教科書が氾濫する中で，高校数学と大学数学との違い
用力の養成などについて，
られ， している「初歩から
[5]が， を述べた。ポリア
や高木貞治が述べていることが，その根拠の一つであるof厳密な証明がなぜ必要であるかJ とい
うことと教養との関連も講演で述べた。
1996年の大学教員を対象とした「大学基礎教育アンケート [6]で， (1)読解・表現などの
(2)抽象的・論理的思考力 (3)知識に対する意欲や忍耐力といった，ごく基本的な能力が学生の間
で低下しつつある，という現実が浮き彫りになった，と公表している。 2011年の提言 [6]では，日
本数学会が大学生の数学の基礎的な素養と論盟的な思考力の実態を把握するために実施した
を正確に解釈する能力に問題 (2)論理を整理された形で記
をしている。それらの基礎力の一つが，基本的な計算力である。
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と以下のことから，
ち
が低下している，と言われており，
行われている。さらに， した，九州大
プロジェクト@研究拠点形成プロジェ
を20題出題し， 80 
の定着度と運用の
などは測っていない。
[3]を見たからである。調
る。 2題だけひねりを
しでも 80%以上の正答を
レベル
したい。正答率60%以下の受験生は高校の
と見てよい。
60 %以下の}曹が理系入学者のほぼ25-30%あり，学科によっては 50%前後にの
ぼる。この層は長期的に増加傾向にある。 90%以上の正答の上位層が期待するよりも
かなり
「ゆとり は， 2006年からの 90%以上の正答の上位層の激
減とその定着という形で現れている。 2009 には 10%にまで減少した。
ほんの少しの い間頴のIf答率が伯より低くなる
向が顕著である。
レベルの定着が十分でない層が増えていること，また，上位層が薄いことが
される。九州地区トップ層の実態であることや科目としての数学の特性を考慮す
ると， は深刻である。「教科書程度のことはきちんと
ことを習得しているかで合否が決まる」という
はや必ずしもあてはまらない。
しており，その上にどの
な九大入学生像はも
新入学生の学力は全体として現在のカリキュラムが想定している学力より
される学力とのミスマッチが起きていると忠われる。
のプ口セスを繰り返しながらた
ゆとり教育J以降の高校生の気質として，
く，与えられたことのみを
なつながりを考えずに受け入れるという
れるようである。
2 調査方法と対象
けを乗り
はこの論文の最後のページに載せである。数研出版の「新編 数学 1，数学A，数
IIIJ (高校の教科書)の中の例題から抜き出して， JI匿に並べた。問題 10だけは
(中学校レベル)を入れた。問題解答鵠には，高校で数学IIを，学習したか，学習し
なかった，のどちらかにOをつけるように
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した問題は公表されていないので，分からない。しかし，高校の教科書の|間い」
と言われているので，最後に付けている問題よりは，難しいと思われる。
数学IIまでの学習者は問題29番まで，数学II'数学Bまでの学習者は 22番まで， 80分で解答
するように指示した。 80分でほとんどの学生が解答を終えていた。
表 1 (1 page後)，表 2 (2 page後)でのA，B， C， Dの意味は次のとおりである。 Aは工学
部のある学科で、入試には数学II・数学Cまで課されている。 Bは農学部で数学II'数学Bまでを学
習を前提としたクラスである。数学IIまでを学習しているものが多い。他のクラスには数学 1・
Aを前提とした微分積分の講義もあるが，数学IIを学冒している学生も履修している。 Cは
医学部の生命系である。この学科は，今年から入試に数学II.数学Cまで課したので，数学IIを
ほとんどの学生が学習している。 Dは農学部の医学系である。入試に数学は課していないが，多く
の他大学の入試で、は数学II.数学Cまでを課しているので，数学II・数学Cまで学習している学
生は多い。 A，B， C， Dともセンタ
めると， Aは工学部のある学科の， B 1 
の学科で数学II'数学Bまで学習した， Cは
IIを学習した， B 2 
D 1は農学部の医学系学科で
数学IIを した， D 2 医学系学科で数学II'数学Bまで学習した，クラスである。
3 結果
得点分布は表 1であり，各問題のクラスごとの正答率は表 2である。
において， 70 %以上の正解を最低限必要だと見なす。基本統計量は以下の表である。
クラス 人数 平均否 本標準偏差 s 中央値 満点
A 66 19.36 5.04 20 29 66.8 % 
B 1 32 19.8 5.21 20 29 68.3 % 
B 2 18 16 5.27 17.5 22 72.7 % 
C 34 22.88 4.33 24 29 78.9 % 
D 1 23 21.43 3.17 21 29 73.9 % 
D2 12 19.25 1.42 20 22 87.5 % 
」…… 一」ー…… ト
Aクラスでは個別入試に数学II.数学Cまでを課して筆記試験を行っている。しかし，
5ぅ11ぅ14ぅ15ぅ16ぅ17うおう 22うおう 24ぅ25ぅ27うおう 29番が解答率70%以下であり， 25 
4.5 %でありほとんどの学生が解答を 0か1，また
ルのな
いては，微分積分をする上でしっかり
ディアル教育が必要だと思われるが，
比べて，自分は大丈夫だと考えて，
式の分数計算，点と直線と
ある。さらに， limEL
θ→0θ 
していなければならない事項が身に付いていない。リメ
を選択する学生が少ないのが，実態である。互いに
が不足している事実を多くの学生は認識していない。
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表 1
得点 A B 1 B 2 C D 1 D2 
29 3 
28 2 
27 1 4 1 
26 3 2 4 2 
25 2 2 3 2 
24 7 3 4 1 
23 3 2 2 1 
22 10 1 1 3 4 
21 ア 1 3 2 3 l 
20 7 4 2 3 4 6 
19 9 1 1 1 1 3 
18 2 2 2 1 2 
17 3 2 2 1 1 
16 2 2 1 1 1 
15 1 2 1 
14 4 1 1 1 
13 1 1 
12 3 2 1 
声副
11 1 
10 2 
9 1 1 
8 
ア 1 
6 
5 
4 1 
3 
2 
1 1 。1 
|人数 I66 I 32 I 18 I 34 I 23 I 臼 l
ただし， B 1 (数学II)，B 2 (数学IIIなし)， D 1 (数学問)， D 2 (数学IIIなし)
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表示 29番までの正答率(%)。数学IIIなしは 22番まで。空白の正答率は 100% 
問題 A (%) B 1 B 2 C D 1 D2 
番号 正答率
1 88 97 89 91 92 
2 91 78 83 94 
3 86 94 83 94 
4 70 69 56 83 78 83 
5 64 66 61 68 83 75 
6 77 81 78 88 87 92 
ア 90 97 94 91 
8 82 88 94 91 87 
9 91 94 89 85 96 83 
10 83 97 96 
11 65 16 56 88 91 75 
12 76 69 82 82 65 
13 82 84 82 97 91 
14 56 69 56 65 65 92 
15 62 66 56 71 78 γ5 
16 59 75 56 82 70 58 
17 44 59 61 68 52 67 
18 85 94 67 92 
19 70 75 82 94 78 83 
20 76 72 78 88 87 92 
21 67 62 61 71 83 92 
22 62 61 79 87 83 
23 56 41 62 57 
24 42 31 62 26 
25 4.5 9.3 24 8.7 
26 82 72 91 74 
27 45 38 62 43 
28 58 19 26 17 
29 61 53 85 52 
ただし， B 1 (数学III)，B 2 (数学IIIなし)， D 1 (数学III)，D 2 (数学IIIなし)
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B 1クラスは数学 IIを高校で履修している。正答率 70%未満の問題番号は， 4ヲ5ぅ11ぅ 12ぅ
15ぅ17ぅ21う22ぅ23う24ぅ25ぅ27ぅ28ぅ29である。三角関数，式の分数許算，数列，逆関数，極限の
積分である。数学IIの内容の基礎的な部分のほとんどが理解・習得されていない。
B 2クラスは数学II.数学8まで高校で履修している。正答率70% 
14ぅ15ぅ16ぅ17ぅ18う21，22である。式を計算して 2次方程式の解を求める，三角
点と直線の距離，指数および対数の計算，ベクトルのなす角度，数列である。
がないことが，解答から読み取れる。
Cクラスは今年度から数学II.数学Cま された。正答率70%未
満の問題番号は， 5う14う17う23う24うおう 27う28である。三角
積分計算である。他のクラスと比べて，正答率はよい。
D 1クラスは数学IIを
おう 27う28う29である。 3
ある。
している。正答率70%未満の
点と
逆関
12う14う17う23う
， 16う 17で
ある。数学に自信がある学生が選択しているクラスのようで
ある。 IIを不履修でも，それまでの数学基礎力があれば成
はよしユ o
sinO 
すべてのクラスで， lim-一二二 1に関する問題の正答率は極めて悪い。微積分をする上で¥大切。→o0 
なもので，これを使って，答えを出すのである。なぜ¥ラジアンで計算するかの意味を知るために
も重要な問題である。しかし，聞くところによれば，旧帝大レベルでもできない学生が，これほど
ではないが，多いようである。
28の間違いの割合は， (A， B 1， D 1， C) = (46人/66人中， 26/32ぅ 19/23ぅ 25/34)あり，
そのうち答えを log(x2- 3)と誤答したものは(正解は絶対値を付けた logIx
2 31である)， 
(16名ぅ 12ぅ 6ぅ 7)である。しかし，簡単な 2次関数と対数関数との合成関数の微分を知っているか，
をすれば求まるが，不正解な学生も多い。
数学基礎学力の確認のために調査をしてみたが，これほどの結果を今回，予想していな
かった。数学を教えている全国の大学教員が「何かがおかしいJ[4]と言っていることを改め
した o
IIを履修して，得点が 23点以上の割合について， Aは15/66= 23 %， B 1は12/32ニ 38
%， C は20/34=59%，D 1は7/23= 30 %である。 IIを していないもので 18点以上
の害u合について， B 2は9/18 50%， D2は10/12ニ 83%である。
Dは入試に数学IIは課していないが，他大学の入試で、は数学II.数学Cまで課して個別入試を
課していることで，高校で数学II.数学Cを学習している学生が多いので，得点が高くなってい
る，と考えられる。
IIまでを学習していても，それまでの数学の基礎力が備わっていないこと，および数学II
の教科書の例題で学習する，基礎的事項についても理解できていないことが分かつた。学生は儲別
を付けているものと るが，実態はそう
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また，自分の知っていることは易しいと思う。しかし，少し考える e少し長
自分の知らない事柄が出てくると難しいと感じ，
に考える きていなくて，
4 
きないものについては極端に
に見えるものしか捉えよう
としない。
しているのかが分からないJ， I筋道を立てて考えを
これらは学生にも当てはまることである。
し，「数式が何を
さらに，学生自身は，他の学生が自分と同じ状態(レベル)であると知ると安心し，基礎的な力
が付いていない，と自覚していないようである。高校で学習したので理解・習得した，と居、う
もいる。計算力も合め，しっかりした基礎学力を付けていないと，学年が進み，数式や数学的素養
自の理解・習得はj翠難がう予想される。理解しないで，ただ単位を取るために，試験
る。
を見てみると， などの数値には大きな違いはない。
しかし，
きているのは，
点も高い学生が多い。
議 なぜ厳密な
な証明が必要だという
うに述べられている。
われわ
を
要
してみると，大きな違いがある。
Dであり，試験はよくでき
に測れる。
思考
ラポリヤ著「いかにして問題をとくかJのp.159 [9Jに次のよ
をのべたが，あらゆる にやらなけれ
ばならないといっているわけではなし )0 反対にそんなことは
たとえば工科の学生に微積分を教えるような場合がそれである。
を現代的な厳密さでやろうとすると，それはかなりむずかしくてややこしい
ものになる。(いわゆるイプシロン・デルタ式証明!)しかし，技術者はそれを応用す
るために学ぶのであり，長い証明にとりくんだり，ややこしし
と訓練，さらには興味を持ち合わせていない。そこ
くなるのである。そうすればこれはすべてを
などすべてやめにした
まで出き下げる結果になる。
と調理の方法をくわしくのべであるがそ をかいては
いない。プディングの何より
ofthe 
んとかいてあって，
しないのである。
はそれをたべてみることである
その目的を完全に果たしている。処方がちゃ
は記憶術的体系を必要と
それにも拘らず微分積分の教科書や著者や，大学の助手が余り料理本的方法をやりす
ぎでは，かえって目的にそぐわないことになろう。もし証明なし
らば，そのような理由のないやり方は理解されないであろう。
するならば，関連のない法則は，はじめから忘れられてしまう。数学の証明はプディン
グと同じわけにはいかないのである。もしあらゆる推理がさえぎられてしまえば，
はじきに理解しにくい知識のばらばらな目録になってしまうのである。
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不完全な証明 m介すぎる証明と
を解決するいちばんよい方法は，
しかし不完全な証明は適当な
の代わりをすること(それは
連性をもたせることである。(
レベルとのどちらをとるかというと，
をうまく利用することである。(
にっかえば役にたつ。その目的
ある)ではなくて，
p.161-162 不完全な証明を推奨することはつつしまな
には 2""'3の制約の下に行われるべきである。ま
らない。それを用いる
は何等かの方法で不
完全であることを断っておく必要がある。第 2に を心
得ていなければ，それをやってはならないということである。
を上手にやることは決してやさしいことではないことを付加えなければ
ならない。
を学ぶこと どんなものであるかを知る
このような証明を教室で教わらなかった学生は学校と教師に文句をいってしかるべき
である。大切なこととそうでないことの区別は大切で、ある。幾何学の個々の事実を学
ばなかったからといって，それは大した はない。そんなことは後の生活で何の役
にも立たないかもしれない。しかし幾何学の証明というものを学ばなかったとしたら，
真実というもののいちばん簡単で，いちんばんよい実併をみのがし，
うものを知る機会を逃したことになる。このような考えなしには，現代の生活で彼に
かかるあらゆるものごとを判断する基準をもちえないからである。
一言でいえば，一般教育が学生に直感的にみとめられる真実と，論理的な推理とを与
えることを目的とするならば，それは
以上が，ポリアからの引用である。
な証明に席を設けておくべきである。
(1950年 10月10自放送)[8] について)は，次のように
昔は，論理的の訓練というものをやっていてだいぶまあ，おもにその方が主だ、ったのだ
と患いますけどね。あまり，どうも今，実用的，というても，本当に実用的にならない
と患うのですけど，ただ教わったことだけしか分からないというのですね。…実用的
というのは，つまり融通が利かないということ，習ったことだけしか分からないようで
は，どうせ忘れてしまうのだからあまり実用にならない。頭の訓練という方はね，いろ
いろ説はあるが，うまくいけば残るわけですからね。どちらにしても極端はいけない。
と，論理的訓練としての数学の重要性を述べている。実用的(すなわち応用というもの)および，
ただ教わるだけのものは融通が利かないとも述べている。
以上を纏めると，厳密な証明法を学ぶことは， き，それがいろいろな未知
した場合に，物事の正しい判断ができる基礎となる。
5 数学的思考力と教養
として
のみを教えるのはよくない。
を付けるためには，
は上記4と
と記述調題が必要である。
による。井上成美(最後の海軍大将)[1] 
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に兵学校校長を務めたとき，「学士か丁稚かといいJ， I兵学校 はないj と
方針を貫いた。先には，鈴木貫太郎が兵学校校長のとき， 中においても，明
期さを失わせず，幅広い教養をもたせるような教育方針」で教育した。彼らは， ある
いは富家の舵取りを担うポテンシャルを学生に身に付けさせることを目的としていた。ちなみに，
士官学校で数学を教えるようにした最初の人は，ナポレオンである。
単に「数学の技法の丁稚教育Jではなく，数学的思考力のポテンシャルをもっ学生の養成を目的
とする，教養教育としての数学，すなわち，数学的事実の論理的関連性や，厳密な証明を通しての
にできる能力を， したとき，
に判断するときに，この思考法が役に立つ。
以上を纏める。繰り返しになるが，ポリヤも幾何学の証明のところで述べているように，ものご
とを判断する場合に必要な教養としての数学的思考力を付けるために，厳密な証明と記述問題が必
要である。単に，計算や技術のみを教える「数学の技法の丁稚教育」ではなく，数学的思考力のポ
テンシャルをもっ人材の養成を目的とする，教義教育としての数学，すなわち
厳密な証明を通して論理的推論が正確にできる能力を身につける。さらに，抽象論に耐
えられる患考力の基礎を養う。自分の頭で考え，それを論理的に説明(証明)する力を付ける。国
の将来(命)を救う意味で，人材教育の基礎としての，
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10 後藤和雄:大学生の数学基礎カー鳥寂大学の数クラスについてー
開題
以下の開いに答え，
まで答えよ。
に答えのみを書け。ただし，高校で数学IIを
に高校で数学IIを学習したかどうかのチェック
してください。
していない学生は 22
ります。可能ならば
23 
1.次の式を よ。 (6x3- 3x 4)十 (5+ + 2xー が)+ 2(x 一位~ -3) 
2.次の方程式を解け。 13x-21 = 4 
3.次の不等式を解け。 x2 10x十21~ 0 
4. 次の 2 次方程式の解を求めよ。 2(♂十 1)~ = 4 -5(x + 1)
1 
5. 00 :::; D :;1800 とする。 cosD ー…のとき tanDの{直を求めよ。
3 
6.ムABCにおいて，b = 3ぅ c=5う A 1200 であるとき，辺BCの長さを求めよ。
7. 5人の男子から 2人， 4人の女子から 2人を選んで4人の組を作るとき侍通りの組が作れるか。
8. Aの袋には青玉 3個と白玉 2個， Bの袋には青玉 21固と自玉4個が入っている。 A，おの袋
から 11国ずつ玉を取り出すとき，同じ色の玉を取り出す確率を求めよ。
9.命題、 =3=キジ=9J とする o X ニ 3は =9であるための何条件であるか。
10.食塩 25グラムに水 100グラムを加えるとき，何%の食塩水ができるか。
11・寸L-TLーを計算せよ。
x~ … 1 x~ 十 x
12. 3次方程式が-十8=0を解け0
13. 2次方程式 -4x十5=0の2つ
14.点 (1，-2)と 3x十 +4=0
をαぅ βとするとき， α2十
を求めよ。
1 
15. cos D十sinD=ーのとき， sin 3 D + COS3 Dの{直を求めよ。
2 
16. 0::; D :;27iのとき，
/寸'¥x十1 /寸'¥ X 
17. ¥;) < ¥ ; ) を解け。
18. log816のi誌を求めよ。
cosD :::;与を解け。
- vl2 
19. y = + 3x2 ぎz壬4) を求めよ。
20.放物線ν-4とz軸とで囲まれる を求めよ。
21 次の 2つのベクトルず口 (1ぅ 2)ぅ τ= 
22.α1 = 1う αn札口 3αn ト4で定められる
3)のなす角を求めよ。
z十 1
23. Y =一一τ の逆関数を求めよ。
x-;.;: 
247j弘咋石一η)の値を求めよ。
25. lim n sin ~7ïの値を求めよ。
口→00 on 
26.υ log(2x + 3)を微分せよ 0
27. J♂石川求めよ 0
28 fJL dzを求めよ。
I x~ -.j 
29.曲線 y= + 2)2とz軸とで閉まれる
α札 を求めよ。
を求めよ。
を よ。
